
Lezione del 27/1/2023

Venerdi a levre con 19 portatile con istellot

Matlab/octare

Rappresentazione dei numeri

-a vingolar fisso Iteyter
1. partefor

e

segno
- N-I- 1

es : quanti sono i numeri rappresentabi con

questo tipo di rappresentazione ?
(in generale per una base P)

Teorema di rappresentarne in base

XEIR
,
X70 allora scelta una base

di rappresentazine B
esistono e sono unici

② pe detto esponente

② Una successine ↳ di y is 1 i numeri so

da da to-
normaltat

-

bo 0di B- Intere

Co di non tutte uguali a B-1



per is M

taliche

X = segno (X) .B dis-i
i = 1

-
Mantisse

a e c servono per garantire l'unicità

della rappresentation

0:123 = 10 (0 . 0123) = 10%0 . 00123)
I

da fo
B = 10

0
. 345 : 20

%

(3 . 10" + 4 .
102 + 5 . 10-3)

-

0
.

5 = 1

0
. g= g. &

&q "=
a
&g E

i = 0
converge soloce 1914 I



Floating point (virgola mobile)

Ep,) = GoYUGXE ,
II numero Yange per

base afre esparentedella
-

rappresentate

X = segno(t) 80 dispondodad-

② det 0

③ ordi-B-1 intere

INSIEME DEL

⑪Pa Numeri Di MACCHINA

es : =(2, 3, 1 , 2)

i X = 1 =1 X = segno(x) . !f
R positivo ↑ mortisse

· numero pui piccolo rappresentabile ?
04f < 1

-

- m - 1

W = m 0
.
10...0 = B

· numero pui gonde positivo rappresentabile

& &M ( . (p-1) .. - . (B-2))p =gm



= pr(p -1) = BM(1-
-

= (2, 3, 1 , 7)
w = 2

-2

= 14 2-1( . 100
· 1

.

01

· 110

· 111

·

numero successivoo t in I è

+ 2-12-3= t + + = 7

- = bm(1 - b
-

4) = 2(1 - 2

-

3) = 2 - 2

-

=
condinalità dell'insieme I

# = 1 + 2 (m + M +2)(b - 2) . 8t
- 1

Er I ↑ possibilipossibili mortisse
esparenti

Standard IEEE

bose 2



52 bit

double Gu ht Tentelmanessa

= I
segno da---- da

= (2, 53 ,
1021

, 1024)
poce
dj + 0

b

da= 1

esponente 1 ---1 D numeri speciali
no

F = 0 -
+ Inf segno E O

C -
- Inf segno 1

montissa

X + Infe Inf

Inf/0 = Inf

fo -> NaN not a number

Y/0 -- WaN

esponente = vodor f = 0
. 0 d --- da

-

11lit d
,0

numeri denornalizzati

-1021
loode - --d5s) . 2



Limitazioni dell'aritmetica floating point
M
X = agnof . Bi numero di macchino

⑯ Pf[- m , M]

XERR

X = segno() P di i
P M "overflow" * = Inf

pc - m
↑ underflow" * = o

esempio di scaling per evitore overgon

c =ma+ b B= 10 t = 2

pe [- 99, 99]

a= 1060 #

b = 1

2 120
a = 10 -> wor di overflowInf

=siste
5 = max (al , 1613 = 1060

= 100.Io ~ 100
-

- underslow (10-12 E)



=1 e

↳ XER
,

X=Segreto.di
Fridato per <t

*
tunc() = oppo di p

&
on (x) = segne

n = 3
. 141592 ----

-P

#4
↓ tun (2) =

3
. 1415

↑=-

ou (n) = 3
.

14, 16

3
. 999 - 4 .

00

)
XeR -- Yef ExiX - Y errore assoluto

Ex= ner relativo



16

a= po.di
Il successio ed a b = a+ pot

& ( .
do--- dt)

+

+ 8% 00- - - 1)

Teorema : Se non si verifica underflow o overflow
FER, X+ 0

Hun(x) - X/ < pp
- t

| om(x) - X) = + pp
- t
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Teorema : Se non si verifica underflow o overflow
FER, X+ 0

Hun(x) - X/ < pp
- t

p - E

lor(x) - x) = B

I

-

X =R tunc(1 = or(x) = 2 = Hunc (1 - x1=0
*

lor (x) -X=0

diSez
b = poi si + B

-

4)
se opera per toncamento

=o tunc(x) = a

la - xi = x - a < %26-0
se operio per avrotorolaneta



/
a sX < A

az(x) =

16
sexza

cam(x) - X/- ba = p
- t

Teorema : Se non abban everflow a underflow

B"
- 5j

(*= 4
U=E f((4 =trin(t)

1 4 -7

precisione di 2B se

macchina fe(x)=on(t)

* = f((x) =

-au(4 Notazione

-ten()

eps - in Matlab

t = 53
/ B = 2&Ie 4 - 53

- 53

-

-16

u = 1 . 2 = 2 -10

D : Dal teo precedentep f(x = tec (X)
189(X - * - Typpt ge(x = 22(x)



X = B.di

(x1 pP(0 . 1)p = g
- t

1
- p m

&PtA

Ex = favoredi rappresentare

Il modulo dell'errore di rappresentazione è

untato dallapecime di macchino.

f((x) = X(1 + Ex) con 18x1 <

Operazioni di macchino
& (10 , 3, m

. M)
f((0= (0 . 123)10" f1(b= 10

2

(0 ..456)

f((a) + H(b)
0 . 12300

0 . 128 art
.

-00127 Huna



2) (f((a) + f((b)) = f)(a(1 + 2) + b(1+2)) =

= (a(1 + 2) # b(1+2))(1 + E + )
Pensare locale

C.
1aku

,
(Eb dell'operazine

Anche 12+ 14 : posso applicare il teorema

al numero reale (a (1 +(a) +b(x+2)

a +a + b +b + a +e + b3 +b

↳ a+ b + ada + b( + (a +b)E+
mu

T
approssimo
al 10 ordine

Eto = (43)
+

&EatbEy+(ab)
E - (a)

·Sa
/ ever

coefficienti di error inerente o inevitabile algoltrico
amplificatine



geffinerte di amplificanal
sono a+ b a ↳
-

a+b

solforne a - b b

moltiplice ab I 1

divisure alb 1 - I

f(X2 ,
x2 -

- xn) -bf((f)(Xs) ,
f((x) - - . , f)(Xn)

↓
g(f)(x)) - -

- f((xn)

f(xs ,
+

2 , yz) = (X + Xz) Xz

&(f((xs)/7((x 1) , f((x3) = (f(x) + H(xz)) - e) (Xs)
*
9)I , *, Yy) = @ ( *+2) · Ys)

2 (f)(· Yz) + f(2.3)
Def : Sia f una funzione cancande

, f(X--Xn)-DIR
Se X0 ,

X = (* - -Xn) : &(x) **



errore

En=2-MAX-
.. Y

e se

·
↓

A

↑
·

Ealg

Y---)
Evee

Salg=

algostinco

Teoreme : Etot = Ein + EALG
-

f(x) + 0

f(x) +0

Erot ==
Ein

-
d

Salg 1 + Ein
=

Sale (1 + Ein) + Ein e Sale + En + Ein

· Sin + SALE



se l'errore inerente è alto (rispetto alla

precise di macchina) allora si dece de

Il PROBLEMA è MALCONDIZIONATO
-

se l'errore algoritrico è alto allora si

dice de L'ALGORITMO è INSTABILE

Bencondizionato se /Ein) < K . u

pcostanta

stable e / n.
Formula per il caldo dell'error inerente :

f(x)

f((x) = y = X(1 + 2x)
se f - (h(te ,3))

f(x) = 7(x) +xt(x)+)
f(x) - f(x)

Sin =ex .
/↑

coefficiente
diamplificature 15- yo(4/X-x)

f(x) = f(xo) + E'(Xo)(X - Xo) + f"(x)(X --
+*()



f(xx -
- Xn)

Ein= x
. Exi

=
f(a , b) = a + b

=b

f(a , b) = a - 3ab

Ein = CaEat2b

= (2-3b)

-36 + 1

C=30b(- 3a)=

Ein =(3y + 1)2a + (=
#I problema è ben condiziato o esistono valoridi



a ci ènalcandiscreto

anzb il problema è valcordinato

ISalu
, 18

Il =I + 2)d + ( )4)--

le /la+/1
4

Esercizio

f(Xx - - (n)= x
Errore incente con la sorcela

Erroir algoritmico con 1 o più algotrei



Esercizio

f(x = X
= 1 /

X . X - 1 = g(x)

&
(x + 1)(x - 1) = gz(x)

* = f(x)

=

E
Voleno whovre de

Er L'anore inerente

Ero E So dipende
dall'algoutro
unlizzato



Y = f(x) = X(1 + Ex)

g .
(2) =f(f)( - Y) - 1)

(2xkn = fl(f)(x(1 + 2x) . x(1 + 2x)) - 1)
12

. 14
= f)(x (+ +2x)2 (1 + C

. ) - 2)
12

- 14
= (2(2 + 2x) (2 +2) - 1](1 + E

= )

= [x(1 +x + 22x)(1 + 2) - 1](1 + 2)

= [x(1 + 22 x + 2
.

+2x1]((1 + 2-)

= x (1 + 22x + E
.
+ 2) - (1 + 2)

=
x- 1

+ 2x Ex + y -(x2- 1)E

E=2 + 2x Ex + x
- (x-1) -(-)

(x2- 1)
erraurevie

·Ex



En = (Ex(= f(x)

Infatti (= . 2x=
Uso del grafa per lo studio dell'ere

algortuca g() =
E. - 1

&
- a - b*

①T②
Ca=

=

↳e Sop+2 +c

=E
eral

di zopp

E.

di1



f(x) = (X + )(x - 1)

↳⑭
15rku

J - 18 - 14

5-k S+=

ma
E = S

.

+ 1 : 8
+

+ 15

= S
.
+ S + 5

-

(2) = 18
.

+ S
+

+ 8
- 1 - 18 . / - 18 1 + 18434

↑

absugnoglin
trangolo

L'algoritmo 2 è sempre stabile !

= /+ + 118.
-u= u = u(1+)



L'algoutro 1 è instabile pel X-DI1

1t problem e

malcordianato

prX
-b = 1

-
50

X = 1 + 2 IEEE t= 53

m= 1021

M = 1024

X z ?
-

x= 24(2" + 2

- 5 + ) =

= 24 (0.10 -... 20
2 51

Ex = 0 En =
0

g ,
(x) = x . X - 7



f((x . x) =f(((1 + 2
-

50)(1 + 2

-

50))=
=f((1 + 2

- 43
+2 )

10

so

2) (270 .

20
-.

- 020 -

j
-

- ))=

22(1 + 2
-

50)

E =(2+249/2
- 49

fx(x .x= 1 + 2

f(1 + 2

- 49
- 2) = 2

- 49
= gf(x)

f(1 + 2
-

5) =
2

- 49
+ 2

-100 F

2
-

40(2
- 2

+ 2

-

52)
2

-100 .
10 - -... 10)



92k) = (x + 1)(X - 1)

f(x + 2) = f(2 + 2
- 50

+ 1) = g(2 + 2
-

50) =

= 21(22(2
- 7

+ 2
-

52)) = 2(2+ 2
-

5)

f) (x -1) = 2)(2+ 2

- 52 1) = f(2
-

50) = 2
-

49(022
f1(22(2" + 2

-

52) . 2
-

49(2+

)) =

= 21) 2750(2+ 2
-

50)) = f1(2
-43
+ 2

-

100) =

2
-
43

+ 2
- 10027

In questo cosa Se
1

,
100

8

C = 102 + 2.
10 + 10

c - a =
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f(x) = Xj+ -
-

- + xn X i
E

+

Xix

Ein è indipendente dall'algoritmo.

Ein
* i = Xi(1 + Exi) 1x = /Xeop

15x14
f(* ) = X2(1 +3x + yz(1 +3, + - - +yc(4 + Exn)

Ein= Exi =

=1

Ein =Exi diseg .

trafare

lin) = Igtxixi

↳il
f(x)

Lu ha sorva di n numeri dello stesso

segno è ben condivorato



Algoritmo I

Si = X
1

Si = Sy +Xz si
= x

K
R= 1

Sir Sint Xi

S = Sn+ + Xn

della sono·-
chiari loca

3
E,

i- estu

&i + Cope
(p2)

+ Cop2 S(002)
↑

chie
accenta b

per il calcolo
del puro oprad

S= Ei gli errore accurato per 12
*

calcolo di S,

⑨si
①

EAcq =
S(v) = En+

En+ (Eng



= En+(Enn
=SEnEn

= siti

la=1ilsi

.si
I

=Il

890
0 &

skulage

8xa
-O

80
Errore analitico

f(x) es = D f(x) = exp(x) =
eY

Id h(x
h() rationale



-sostituisco le
f() -h(x) -ph)GY aperone di

macchino

Ero= Ein + Ene
&

#
EAN( retof()



Esercito

si ruole approssimagulog (1+ X) con la funture=
Si studi l'eroe analitico , algontco ed

inerentede si commette approssinando gla con f(x)

nell'intervallo xe[-t ,0]

Sang
g(x)

Analizziamo indipendentemente numeratore e desaviratore

si osserva de gla e f(x) condividono vari termini

del propio sviluppo di Toylar . Infatti

g(x=x
g(x) = - (1 + x)

-

2g = 2(x + x)
- 3

5 c=22
8"(x)= -+2)3 87x1=+2)4

e g(x) = g(0) + g(a) . X + g(0) + g(3)
con 131 < /X.

Abbo quendi de

g(x) = x - E + (+3



f(x) = f(x) + y'(a) x + f"() + 2"(y)c(4k(x)
Abbon pundi de

f(x) = X -1 ·
2+ 8 35

Da questo si ottiene de

17 ·(x)- g(x)=(i (5)/ (E *T
↳

sang deciesart te

=2 + 23)= 23)
[1x2

=(1)
=P(x

#=/
infatti/ y nell'intervallo considerato

aundi (Earl< 1

Esaminano adesso il condizionamento del coludo el

f(x)

En = C . Ex con 2 f) e 1x



Nel nostro coso abbiamo :

1=2.
poiché sull'intervallo [2 , 0] Ital è decrescente

e Untata

11)=:
quindi la festre è sempre ber condizionato dal

Momento che

(n)[18x1 - Su
Ende algoutruco :

Analizzano l'errore algoritmico con il grafo :

E
c

20
Es

①⑭

↳
Si osserva de Ejo poché la moltiplicare

e la devince per 2 o multipli di 2 non introduce

error comportando solo una variazire nell'esperante
della rappresentature del numero in macchine,

Eolg = Eg + 1 - Es-Ez = Koeg) 24
"



Esercito. Si studi condizionamento e stabilitar

del calcolo di

f =Nr, X)0
-

assumendo cheX sia realizzata da una furme

di libreria de introduce un error (analitico

Algoritunco) Civitato dalla precisare di modura-

La puntare è definita per Xs0 e2 -Vo
-

wai x [0 , 4]

Eine (Ex

rX#1
(eml = (1 . 18x) =) . 1x

s note che 1x-p +0 quindi per X-1 il
X + 1

-

problema è mal condizionato.

Analizzano lastabilità : il fatto ne Ux e

realizzata da una funzione di libreria ci permette
di unizzarla core una qualsioni altra perone
de genera in esare dell'ordine di u



-Es
Coeffuere

①- di areplefan

Sog= Es +&(E-E)

Kog) : /EstzEn-)(
= u(+

si osserva de l'algoritmo è instabile pr X-01-

prcté e- to


