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1.

Sia f : R[t]<a = Rt]<2 (R[t]<2 ¢ lo spazio dei polinomi a coefficienti
reali di grado al piu 2) definita da

flat* + bt +c) = (a+b+c)t? +ct +c.

Scrivere la matrice associata a f (secondo la base p; = 1,py = t,p3 =
t?), e trovare nucleo e immagine di f.

a 1 [0
Siano V' = { | € R*:a+c+d =0}, W = span{ ol 19 }. Trovare

d 0
basiper VNW eV +W.

—_

Sia f : R? — Matyy(R) definita da f(v) = v[l 2]. (Prodotto
matrice-vettore, (2 x 1)- (1 x 2), che genera una matrice 2 x 2). Scrivere

la matrice associata a f utilizzando la base canonica di R? e la base di
Matgoyo(R) formata da

10 0 1 0 0 00
O R R

Trovare una base dell'immagine e del nucleo della f trovata al punto
precedente.

1 —2
. Siano u = |3|, v = | 1 |. Dimostrare che span{u, v} ha dimensione
2 1
t
Siaw = | 0 |. Per quali valori di ¢t € R si ha che w € span{u,v}?
-1

Per il valore di t trovato al punto precedente, scrivere esplicitamente w
come combinazione lineare di u e v.
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1. Per trovare la matrice associata, scriviamo

f(p) =t +t+1=1p; + 1ps + 1ps, (1)
f(p2) =t = Opy + Opa + 1ps, (2)
f(ps) =t* = Opy + Opy + 1ps. (3)
100
Quindi la matrice associata € A = |1 0 0|. Questo vuol dire che f
1 11
trasforma il polinomio x1p; +x2op2+x3p3 nel polinomio yp1+yape+ysps,
dove
Y1 1
Ya| = A |zo
Y3 T3

Per trovare il kernel e I'immagine di f, ci basta trovare kernel e im-
magine di A e “leggere” questo risultato nella base {p1,p2,ps}. Fare
conti sui vettori dati dalle scritture in base ¢ perfettamente equivalente
a farli sui polinomi.

1 0
E semplice trovare im A = span{ [1], [0]} (e questi due vettori sono
1 1
-1
una sua base), ker A = span{| 1 |} (che ¢ una sua base). Quindi
0

im f = span{t®> +t + 1,t*}, ker f = span{t — 1}.

2. Per trovare una base di V 4 W, dobbiamo innanzitutto “presentare” V'
tramite un insieme di generatori. Questo equivale a trovare

1
ker [1 0 1 1} =1 iz D Tg, 73,74 € R} = span{ N (1) ) 8 }
Tyq 0 0 -1
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Allora abbiamo

-1 -1 1
-1

0 0
V + W = span{ A1l ol ol
0 1 0

OO~ O
NN OO

Da questo insieme di generatori estraiamo una base, ottenendo che i
primi 4 vettori sono una base. Quindi V + W & un sottospazio di R* di
dimensione 4, cio¢ tutto R*. Per trovare V NW, troviamo innanzitutto
un insieme di equazioni per W. Riduciamo a scala

1 0 a 10 a
“1 0| 01 d
0 2 ¢ 00 a+b]’
0 1 d 00 c—2d
a
quindi W = { lé eER':a+b=0,c—2d=0}. Allora
d
. 101 1 _33
Vnw ={ €ER*:atctd=0,a+b=0,c—2d =0} =ker [1 1 0 0 | =span{ 5 }.
y 00 1 -2 X

3. Le colonne della matrice associata A sono date dai coefficienti della

scrittura di 1 e f 0 nella base data dello spazio di arrivo
0 1

Matayo(R). Abbiamo
— 1M, + 2M,y + 0M; + OM,,

- 0M1 + OMQ + ].M3 + 2M4

Do O N
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Quindi la matrice associata ¢

S O N =
o = OO

4. Possiamo risolvere il problema direttamente lavorando con elementi di

Matgy2(R), oppure ricondurci a un problema in R* utilizzando la base
M.

Metodo 1 L’immagine ¢ il sottospazio generato da f( [(1)]) e f( lﬂ) (per-
. o 1 20 10 0 : .
ché?), quindi span{ [O O] , ll 21 }. Per trovare il kernel, scrivi-

2 s
amo f( [x]) = lx x] ; questa quantita vale zero se e solo se

y y 2y
€T =0
20 =0
y =0
2y =0

0

sottospazio vettoriale di R? contenente il solo elemento 0

che ha solo le soluzioni + = y = 0. Quindi ker f = {[8]} (il
]
17 [O
Metodo 2 Alternativamente, troviamo im A = span{ g , (1) }CRYe

0 2
poi prendiamo i vettori che hanno gli elementi di questi vettori
come coeflicienti nella scrittura nella base data:

im f = span{1M;+2Ms-+0Ms+0M,, OM;+0My+1Ms+2M,} C R

Analogamente, ker f = ker A.
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1 -2
5. Basta ridurre a scala |3 1 | e vedere che ci sono due pivot.
2 1
1 =2 . t
6. Ci stiamo chiedendo per quali ¢ il sistema |3 1 [ 1] =101 e
2 1] L™ -1
risolubile. Riducendo a scala, otteniamo
1 -2 t 1 =2 t
31 0|—10 7 -3t
2 1 -1 0 0 —1+1t

Quindi il sistema e risolubile se e solo se —1 + %t =0, cioet="T1.

7. Per t = 7, possiamo continuare con I’eliminazione di Gauss ottenendo

1 -2 7 1 -2 7 1 0 1
31 0|—=1|0 7 =21 =10 1 =3},
2 1 -1 0 O 0 00 O

cioe il sistema e equivalente a

da cul w = v — 3.



