. Trova autovalori e autovettori delle seguenti matrici in Matgy3(R).

100 1 2 3 2 2 2 111
A=10 2 0], 4=10 =1 1|, 4;=10 2 2|, A,=|1 1 1
00 3 0 0 2 00 2 111

Per ognuna, verifica che il determinante ¢ uguale al prodotto degli
autovalori e la traccia & uguale alla loro somma (contati con la loro
molteplicita algebrica in entrambi i casi). Quali di queste matrici sono
diagonalizzabili (su R)?

. Trova autovalori e autovettori delle seguenti matrici in Mat,,,,(C) (n =
2 oppure 3).

1479 0 0 9 1
Bi=| 0 V2+3i 0|,B; [_1 2].
0 0 0
2 -1 0
. Trova autovalori e autovettori di C = |—1 3 —1|. Verifica che
0o -1 2

C = VDV~ dove V & la matrice degli autovettori e D & la matrice
diagonale con gli autovalori sulla diagonale.

. Quali sono autovalori e autovettori di C*? Di C'+4I? Di C~'? (Non
ricominciare da capo come se fosse una matrice nuova; ¢’e¢ un modo piu
furbo di trovarli; riesci a vederlo?)

a b c
. Mostra che il polinomio caratteristico di M = |1 0 0| & p(\) =
010
=X+ aX? + b + .
. Sia A = l_l —all' Per quali valori di @ € R questa matrice ¢ diago-
nalizzabile?

. Per quali valori di a la matrice A qui sopra ha come autovalore %?

. - : . 2
. Per quali valori di a la matrice A qui sopra ha come autovettore L] ?



— ' kyy? i
02 o7l ? 05| Quanto vale limy_,, A"v? (Suggeri

mento: trova autovalori e autovettori di A).

0 Sia A — [0.8 0.3] 0.5

10. Sia A una matrice 2 x 2 tale che A? = A. Quali possono essere gli
autovalori di A? Trova esplicitamente esempi in cui A ha tuttii possibili
autovalori.



Soluzioni
1
1. Ay A\ =1, vy = |0 (e suoi multipli diversi da 0 — questo vale per
0
tutti gli autovettori che troveremo,non serve stare a dirlo), Ay = 2,
0 0
Vg = 1 ,)\3:3,1)3: 0].
0 1
1 1 11
Ag)\lzl,Ul: 0,)\2:—1,’[)2: —1,>\3:2,?}3: 1
0 0 3
Az A\ = Ay = A3 = 2. Gli unici autovettori sono i multipli (non nulli)
1
di V1 = 0f.
0

1
Ag A =3,v1 = |1], A = A3 = 0; gli autovettori relativi a 0 sono tutti
1

_—.TQ — X3
quelli della forma { T , To, r3 € R non entrambi nulli}.
T3

Ay, As, Ay sono diagonalizzabili, A3 no. Una base di autovettori per
1] [-1 -1

Ay, per esempio, e |1, 11],] 0
1| (o] |1

1 0 0
Bl/\lzl—f—i,l)l: O,)\QZ\/§+3i,UQZ 1,)\3:0,’03: 0f.
0 0 1

By M =2+14, v = 1 )\2:2—2}?}2:[_12'1'

1 1

,)\2:2,1]2: 0 ,)\3:4,7)3: —21.
—1 1

2. /\1:1,U1:

—_ = =



. C? corrisponde ad applicare due volte la matrice C, quindi i suoi au-
tovalori sono i quadrati di quelli di C, cioe 1,4, 16, e i suoi autovettori
sono gli stessi. C' 4 41 corrisponde a moltiplicare un vettore per C' e
poi aggiungervi 4 volte sé stesso, quindi i suoi autovalori sono quelli di
C, piu quattro, cioé 5,6,8. Difatti che (C' + 41)v; = (A\; + 4)v;. Pos-
sono esserci altri autovalori? No, perché un polinomio di grado 3 ha
al piti tre radici distinte. Similmente, C~! ha autovalori gli inversi di
quelli di C'. Possono esserci altri autovettori? No, perché non e possi-
bile trovare piu di tre vettori linearmente indipendenti in R3. (oppure,

in alternativa, puoi usare la fattorizzazione C' = VDV ™! per ricavare
C?=VD*VH C+4I=V(D+4)V'ieC ' =VDV.

. Basta calcolare det(M — AI) con uno dei metodi che abbiamo visto.

11—z a

e —l—u =1—-a2)(-1—-2)+a®=2°>—1+d?

. pa(z) = det l

che ha soluzioni z = +(1 — a?). Se |a| < 1, allora A ha due autovalori
reali distinti ed ¢ diagonalizzabile. Se |a| > 1, A ha due autovalori
complessi distinti ed & diagonalizzabile su C (ma non su R). Se a = 1,
A= l—ll _111 , che ha due autovalori pari a 0 ma un solo autovettore,

<o . : 1 -1 : .
e non ¢ diagonalizzabile. Se a = —1, A = L che di nuovo non e

1
diagonalizzabile.

. Basta calcolare det(M — AI) con uno dei metodi che abbiamo visto.

1

. Vogliamo che det [1—_a2 _1a_ 1] = 0, che uccede per a = @
2

1—A a 2

—a —1=X|1
Espandendo il prodotto, abbiamo

2-=2\+a | |0
—2a—1-X |0}’

che sono due equazioni nelle incognite a e A\. Viene a = —

. Vogliamo che ] = 0, ma non conosciamo A (né a).
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9. A ha autovettori v; = BJ con autovalore \{ = 1 e vy = [_111 con

autovalore \y = % Abbiamo 8?] = vy — 0.205. Allora AFv1*v; +
(—0.2)*,, il cui limite & proprio v;.
10. Sia Av = Av una coppia autovalore-autovettore. Dev’essere \v = Av =

A%p = M\2v. Ma allora A = A2, quindi A\ = 0 oppure A = 1. Entrambi i
valori sono possibili (es: A =1, A=0).



