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Lezione 1: 1l Metodo di Bisezione.

Il metodo di bisezione ¢ presumibilmente il piti antico metodo noto per il calcolo
degli zeri di una funzione. Sia f: [a,b] — R con f € C%([a,b]) e f(a)f(b) < O.
Dal teorema di esistenza degli zeri segue che 3 £ € [a,b] tale che f(§) = 0.
Per la determinazione di un tale & il metodo di bisezione genera sequenze di
approssimazioni {a}, {bx} e {ci} definite come segue:

a(l)=a; b(1)=b;
for k>=1
c(k)=(a(k)+b(k))/2;
if (f(a(k))*f(c(k)<=0)
a(k+1)=ak);
b(k+1)=c(k);
else
a(k+1)=c(k);
b(k+1)=b(k);
end
end

Il seguente teorema illustra le proprieta di convergenza delle successioni.



Teorema 1.1. Sia f: [a,b] — R con f € C%[a,b]) e f(a)f(b) < 0. Per le

successioni generate come sopra si ha

lim ap = lim by = lim ¢x =€ € [a, ]]
k—o0 k—o00 k—o0

con

f(&) =o0.

Dimostrazione. Si verifica facilmente che per costruzione agy1 > ag, bpyr1 < bg,
Ccr € [ak,bk] C [a,b], 0<bp—ar< (b— a)/2k’1, f(ak)f(bk) <0, k > 1. Ne
segue che esistono &, n € [a, b] tali che

klggo o =& klggo bk =1

Dal teorema del confronto segue che
&= klggo @ = klggo b =n = klgrolock'
Per la continuita di f si ha
lim f(ax)f(br) = f(€)* <0,
k— o0

che implica
f(&)=0.
O

Per I'implementazione in macchina del metodo di bisezione conviene fissare
una tolleranza € > 0 e arrestare l'iterazione quando

bk+1 —agt1 <€
che garantisce
0<&—ap1 <€ 0<bry1—§<e 0<[E—cpp] <e€/2
Poiché 0 < b1 — ars1 < (b— a)/2* si ha che la condizione risulta soddisfatta
dopo

k> [logg(b_ a

),

iterazioni. Questo numero puo essere significativamente elevato richiedendo mol-
te valutazioni della funzione f. Il metodo di bisezione & quindi frequentemente
utilizzato per fornire approssimazioni iniziali per procedure piu efficienti. Il se-
guente programma implementa il metodo di bisezione in MatLab. La funzione e
associata alla viariabile f mediante la costruzione di un “anonymous function”.



function ¢ = bisection(f,a,b, tol)

if f(a)*f(b)>0
disp(’non inclusione’);
c=’non trovato’;
return
else
err = b-a; fa=f(a);
while err > tol
c=(a+ b)/2;
fe=f(c);
if faxfc<=0
b = c;
else
a = c;
fa=fc;
end
err=b-a;
end
c=(a+ b)/2;
end

Lezione 2: Metodi di Iterazione Funzionale.

Siano f,g: [a,b] — R. Le equazioni f(x) = 0e g(x)—x = 0 si dicono equivalenti
se f(€) = 0 <= g(€) — €& = 0ovwerose f(§) =0 < g() = & In
tal caso la radice & dell’equazione f(x) = 0 & detta punto fisso della funzione
g(z). Lariformulazione del problema della ricerca delle soluzioni di un’equazione
come il problema della ricerca dei punti fissi di una funzione associata conduce
all’introduzione dei metodi di iterazione funzionale del tipo

xo € [a,b]; (1)
Tpr1 = g(zg), k>0.
Si ha infatti il seguente.

Teorema 2.1. Sia g: [a,b] - R, g € C%Ja,b]). Se zx € [a,b], k > 0, e
limy 0 2, = € allora € € [a,b] e g(€) = €.
Dimostrazione. Dalla relazione di limite segue che £ € [a, b] e per la continuita

di g che g(§) =¢. O

Il teorema precedente chiarisce che la dinamica di (1) nel caso non lineare
€ piu complicata in quanto dobbiamo assicurare che la successione generata a
partire da un punto iniziale xy & ben definita e convergente.



Definizione 2.1. Sia g: [a,0] = R, g(§) = &, £ € (a,b). Il metodo (1) si dice
localmente convergente in & se 3p > 0 tale che Voo € [£ — p, &+ p] = I¢ C [a,b]
la successione generata dal metodo (1) soddisfa

1. ) € I¢ per ogni k > 0;
2. limg 400 2 = €.

Un classico risultato che assicura la convergenza locale ¢ il seguente teorema
del punto fisso.

Teorema 2.2. Sia g: [a,b] = R, g € C'([a,b]), (&) =&, £ € (a,b). Se Ip >0
tale che |¢'(z)| < 1Vx € [ —p, &+ p] = I¢ C [a,b] allora Vzy € I la successione
generata dal metodo (1) soddisfa

1. zp € I¢ per ogni k > 0;
2. limk—>+oo T = €

Dimostrazione. Dal teorema di Weierstrass essendo ¢'(x) continua e I¢ chiuso
e limitato abbiamo A\ = max.ey, [¢'(z)| < 1. Si dimostra che la successione
generata dal metodo (1) a partire da x¢ € I¢ soddisfa

|z — €l < Ap, k>0, (2)
da cui segue la proprieta (1)
o =€ <Np<p = apel,
e la proprieta (2) per il teorema del confronto

0<|zp =& <Ap = lim |z, — & =0.
k—+oo

La dimostrazione di (2) procede per induzione su k. Per k =0 da x¢ € I¢ si ha
[z — €] < Ap = p.

Assumiamo quindi (2) vera fino allindice k. Si ha allora per il teorema di
Lagrange

i1 =€l = |g(z)—g(€)] = |g' (me) (@e—E)| = 9" )l (ze =), [me—E| < |ze—¢]-
Per I'ipotesi induttiva segue che 1, € I¢ e dunque

|1 — &l = 19" ()| (zr — )] < ANEp = A p.

Dal teorema segue il seguente.

Teorema 2.3. Sia g: [a,b] — R, g € C'([a,b]), g(&) = &, € € (a,b). Se
l¢’(£)] < 1 allora il metodo (1) & localmente convergente in &.



Dimostrazione. Sia h: [a,b] — R, h(x) = |¢g/(x)| — 1. Si ha che h € C%([a, b)),
h(€) < 0 e dunque per il teorema della permanenza del segno 3¢ = [€—p, E+p] C

[a,b] tale che h(x) = |¢'(z)| —1 < 0 Vx € I.. La tesi allora segue dal teorema
precedente. O

Di interesse computazionale risulta anche la caratterizzazione della conver-
genza. Nelle ipotesi del teorema 2.3 si assuma che 0 < [¢'(£)] < 1. Sia {zx} la
successione generata dal metodo (1) a partire da z¢ € I¢ intorno di convergenza.
Se xp # &, k>0, allora

|Tkt1 — f\ /
— < _
g =9l = €< = g,
da cui segue
0< lim | Le+1 — f‘ _ ‘ /(§)| <1 (3)

k—too |z — 5\

Definizione 2.2. Sia {x} tale che limy_, ooz = ER, xp # & k > 0. Se
vale (3) allora la successione & detta convergere linearmente.

Se g(&) = 0 allora vale

|1 — &
lim =0. 4
ktoo |z — €| (4)

e la convergenza ¢ pilu rapida.

Definizione 2.3. Sia {x;} tale che limg_ o2 =€ € R, a2 # &, k > 0. Se
vale (4) allora la successione ¢ detta convergere superlinearmente.

In particolare si distingue la seguente.

Definizione 2.4. Sia {x;} tale che limy o2 =€ € R, 2 # &, k > 0. Se
vale
I S 1|
im

k—+o00 |.”L'k —§|2 KGR, 4#0,

allora la successione ¢ detta convergere quadraticamente.

Il teorema 2.3 fornisce una condizione sufficiente per la convergenza locale
del metodo (1). La disamina del caso |¢/(§)| > 1 risulta piu involuta. Sia
g: la,b] = R, g € C([a,b]), g(&) =&, € € (a,b) e |g'(€)] > 1. Sia {x}} una
successione generata dal metodo (1) con zy € [a,b], zr # £, k > 0. Allora si
conclude che la successione non converge a &.

& FAC Siassuma per assurdo che limg_ oo xx = §. Sia I¢ = [E—p,{+p] C
[a, b] tale che |g'(z)] > A > 1 Vz € I. Dalla definizione di limite si ha che 3¢
tale che Vk > £ x;, € Ic. Ma dal teorema di Lagrange segue che se z € I¢
allora 3m > k tale che =, ¢ I¢ che contraddice la relazione di limite.



Ne segue che se l'equazione g(x) = £ ha x = £ come unica soluzione in [a, ]
allora il metodo (1) non ¢ localmente convergente in {. A patto quindi di
restringere eventualmente l'intervallo [a,b] si conclude che se g: [a,b] — R,
g € CY(a,b)), g(&) = &, € € (a,b) e |g’(§)] > 1 allora il metodo (1) non &
localmente convergente in £. Se |¢’(£)| = 1 si possono presentare situazioni di
convergenza e di non convergenza richiedendo pertanto una valutazione specifica
caso per caso.

L’implementazione del metodo (1) richiede la selezione di un opportuno
criterio di arresto del tipo

|Tkr1 — k]

|41 — 2| < tol, < tol.

|=’Ek:+1\

Se g € C'([a,b]) allora
|2h1 — 2] = e — €+ & — ] = [¢' (&) — UJzr — €],

da cui si conclude che
tol

lg'(€x) — 1|

Ne segue che Papprossimazione restituita puod essere scadente se ¢g'(£) € prossimo
ad 1.

|z — €| <

Lezione 3: Il Metodo delle Tangenti.

Il pitt noto metodo di iterazione funzionale ¢ il metodo delle tangenti o di New-
ton. Sia f: [a,b] = R, f € C([a,b]), f(£) =0, £ € (a,b). Assegnata un’appros-
simazione iniziale zg € (a,b) di & con f'(x¢) # 0 sia y — f(x0) = f'(x0)(z — x0)
lequazione della retta tangente al grafico della funzione nel punto (zg, f(xo)).
Il punto di intersezione della retta con ’asse y = 0 ha ascissa

f(zo)
f'(wo)

che si assume come nuova approssimazione di €. Iterando la procedura si ottiene
il seguente metodo detto metodo delle tangenti o di Newton:

1 = X —

To € [av b},
flaw) oy (5)

Tp1 = g(Tx) = T8 — Py 2

Il primo risultato espone le proprieta di convergenza locale del metodo per
I’approssimazione di radici semplici.

Teorema 3.1. Sia f: [a,b] = R, f € C%([a,b]), f(£) =0, f'(§) #0, £ € (a,b).
Allora il metodo (5) & localmente convergente in &, i.e., 3p > 0 tale che Vzq €
(€ —p, &+ p] = Ic C [a,b] la successione generata dal metodo (5) soddisfa



1.y € I¢ per ogni k > 0;
2. ].imk;*)Jroo T = f

Se inoltre tale successione verifica zy, # £, k > 0, allora la convergenza € almeno
quadratica, i.e.,
lim loers — €] ¢ eR.
k—+o00 |l‘;~C — €|2
Dimostrazione. Da f'(£) # 0 per il teorema della permanenza del segno segue
che 3I{ = [§ — p',§ + p'] C [a,b] tale che f'(x) # 0 Vo € I{. Si verifica quindi

che la funzione di iterazione g: I — R, g(z) =z /(@)

~ fl(2)
f@)f"(x)

e g (x)= @) Poiche quindi ¢’(£) = 0 la prima parte del teorema segue

soddisfa g € C*(If)

dal teorema 2.3. Per la stima della velocita di convergenza dallo sviluppo di
Taylor arrestato al secondo ordine si ottiene

n S () (€ — wp)?

0=f(&) = flxx) + f'(xr)(€ — x1) > o e =€ < e = €,

da cui

" _ 2
xk+1—f=W7 I — €] < ok — €],

da cui si ricava per continuita di f/(z) e f”(x)

b T =€ | 11

D T €2 2fe)] €

O

Di rilevante interesse computazionale sono anche per il metodo delle tangenti
alcuni risultati di convergenza in grande. Nella seguente versione si assicura la
convergenza per punti iniziali opportunamente scelti in un intervallo destro della
soluzione. Un analogo risultato puo essere formulato per un intervallo sinistro.

Teorema 3.2. Sia f: [a,b] = R, f € C?([a,b]), f(§) =0, £ € (a,b). Se 3§ >0
tale che Vz € (§,£ + 6] =I5 C [a, b] si ha

L. f'(z) # 0;
2. fx)f"(x) > 0;
allora il metodo (5) con xo € Is genera successioni convergenti ad &.

Dimostrazione. Si osserva che f’(z) ha segno costante in Is. Si assuma per
fissare le idee che f’(z) > 0. Allora segue che f(x) > 0e f”(x) > 0. Si ha allora

che F(zo)
o
_ f’(xo) <z

Tr1 = X9



Inoltre

e o) o(6) = ol ) — T )
T g_g( 0) g(g) g (770)( 0 5) (f/(no))g ( 0 6) >0,
e quindi
E<ay <zog <&+

In modo analogo si dimostra per induzione che per i termini della successione
vale
<oy <ap<E+6, k>0

Ne segue che
lim zp=a €[+,

k— 400

e dunque
a=gla) = fla)=0 = a=¢.

Lezione 4: Il Caso delle Equazioni Algebriche.

Un problema di rilevante interesse applicativo ¢ il calcolo delle radici di un’e-
quazione algebrica a coefficienti reali

f(@) =p@) =ppa™ +pp_1z” '+ . APz +po=0, pER, p,#0

E ben noto che I’equazione ammette n radici eventualmente complesse contate
con le loro molteplicita. Per la determinazione di alcune radici reali il metodo
di Newton puo essere utilizzato e richiede ad ogni iterazione una valutazione del
polinomio e della sua derivata. Il seguente algoritmo di Horner € impiegato per
il calcolo.

function [px,dx] = horner(p, x0)
nl=length(p);

n=nl-1;
px = p(n+1);
dx= 0;

for k= n:-1:1
dx= px + x0 * dx;
px = p(k)+ x0 * px;
end

end

Per Papprossimazione di tutte le radici reali e complesse dell’equazione € con-
veniente la riformulazione del problema in termini del calcolo degli autovalori



di una opportuna matrice detta matrice companion associata con il polinomio
p(z). Si ha che posto

0 1
F(p) = 0 1 ,
_@ _pn—l
Pn Pn

allora
det(zI, — F(p)) = p(x)/pn,

e dunque il problema del calcolo delle radici dell’equazione algebrica e ricondotto
al calcolo degli autovalori della matrice F(p). Questo approccio & seguito in
Matlab ed il comando roots implementa la procedura descritta.



