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Complementi su numeri complessi ed equazioni differenziali
Teoria relativa nei testi indicati e svolta a lezione




LE PRINCIPALI FORMULE TRIGONOMETRICHE

sin? a4 cos? o = 1,

sin(a + 3) = sina cos 3 + cos asin f3,

cos(a+ ) = cosacos f — sin asin 3,
Per0<a < 3: sina<a, cosags‘i%gl,

sin(a+8)+sin(a—p3)
2

cosacos ff = COS(aJrB)Jrcos(a, ﬁ),

, sinasin § = 7C05(a+5)2+cos(a—ﬁ)7

sin v cos f =

sina+sin6=2sin(°‘+ﬁ)c ( 5 ), cosoz—i—cosﬁ:Qcos( 2’8 co s( =8

2
cosa — cos f = —ZSln( +5) sin (T’B) , sina —sin f = 2sin (a—) (a—)

2x __ l4cosx : x __ l—cosx
COS2— D) ,811’12——2

sin « __ cosa
== cota = =——
cos sin

tan o =
arcsinz = o, x € [—1,1] sta per sina =z e a € [-7/2,7/2],
arccosz = a,x € [—1,1] sta per cosa =z e a € [0, 7],

arctanx = a, x € (—00,00) sta per tana =z e a €] —7/2,7/2],
sinx = sinxg equivale a x = xo+ 2km o x =7 — xg + 2km = —z + (2k + 1),

cosx = cos Ty equivale a x = +xg + 2k,

tan x = tan xg equivale a x = xg+ k.




COMPENDIO SU I NUMERI COMPLESSI
e Con sistema dei numeri complessi si intende 1'uso della regola di calcolo i> = —1, ove 4 & una costante
non reale, con le espressioni a 4+ ib ove a € R, b € R: si aggiunge cioe una soluzione dell’equazione
22+ 1 = 0 che non ha soluzioni in R. Come si vedra sotto, facendo cid accade in particolare che si
aggiungano le radici di ogni grado di ogni numero reale e gli “zeri” a ogni polinomio con coefficienti
reali.

I numeri reali a si identificano con i numeri complessi del tipo a + 0. Quelli del tipo 0 4 ib indicati
con ¢b si chiamano numeri immaginari puri.

Se a + b = z ¢ un numero complesso Rez = a ed Znz = b si dicono rispettivamente parte reale e
parte immaginaria di z.

Somma e prodotto di numeri complessi sono quindi quelli dei polinomi a coefficienti reali nella
variabile 7, solo che nei calcoli si usa la regola data per ridursi sempre a polinomi di primo grado:

(a+1ib) + (z +1iy) = (a + ) + i(b+ y);

(a+ib)(x + iy) = ax + aiy + ibx + ibiy = ax + iay + ibx + i*by = (ax — by) + i(ay + bx)
Quindi ogni numero complesso a + ¢b nonullo ha un reciproco a‘;j;; = aiib, e il prodotto di due numeri
complessi non nulli & non nullo (si possono semplificare le eguaglianze).

Considerando l'insieme dei numeri complessi con tali operazioni si parla di campo dei numeri com-
plessi, che si indica con C. Quindi con i numeri complessi si fanno tutte le operazioni che si fanno con
i numeri reali: si dice che i numeri complesssi sono un’estensione dei numeri reali come sistema con
addizione e moltiplicazione, commutative e distributive, unita ed elemento neutro, inverso e opposto.

Si osserva che non si puo estendere ai numeri complessi la relazione d’ordine che vi e tra i numeri
reali in maniera coerente rispetto all’addizione e alla moltiplicazione (0 =1 —1=1+14? > > > 0 ma
un quadrato € sempre non negativo).

e Spesso C si identifica con R?: a + ib ~ (a,b) e cid porta a interpretazioni geometriche: per esempio
la somma di numeri complessi corrisponde alla somma di vettori (regola del parallelogramma).
Fissato w = a + i diverso da 0, si considera la funzione a + ib = z — zw essa determina una funzione
lineare da R? in R? di tipo particolare:

ac — bp a —p0 a

2w = ac — b +i(ba + aff) ~ =

ba + af 8 « b
la matrice associata ¢ qualla di una fuznione lineare che conserva gli angoli. In altri termini le trasfor-
mazioni del piano in se che conservano gli angoli tra curve sono rappresentate da trasformazionida C
in se del tipo z — wz + v.

I1 coniugato di un numero complesso z = x + iy si indica con z ed ¢ x — iy (simmetrico rispetto
all’asse orizzontale). Per il prodotto tra z = a + ib e il coniugato di w = a + i3 si osserva c

2w = (a+ib)(a —if) = aa+ bB + i(ba — af) = (a,b)e(ar, B) — idet ( Z g

Il modulo di un numero complesso z = x + 1y ¢ la distanza dall’origine del corrispondente punto nel
piano cartesiano y/x? 4+ y? e si indica con |z|. Si ha:

z€Rseesolosezz, z+W=Z-+W, ZW = Zw

1 z

|22
Convergenza La convergenza di numeri complessi e quella delle coppie di numeri reali associati: in
particolare z, — z € |z, — z| — 0. Quindi una successione o funzione a valori complessi converge ad un

limite L € C se e solo se le due successioni o le funzioni date delle parti reali ed immaginarie convergono
rispettivamentea ReL e InL.

lzw| = |2||w], |z +w| <|z| + |w|; |2]* = 27, 2



Forma trigonometrica Considerando le coordinate polari nel piano ogni numero complesso si scrive
nella forma p(cos ¢ + isin ). L’angolo ¢ non & individuato se non a meno di multipli di 27: e.g. se
a>0,b>0allora a+ib = va? + b*(cos artang +sin artang). Appunto p si dira modulo di un numero
complesso, e ¢ € [0; 2] argomento principale.
Dalle formule di addizione se z = p(cos ¢ + isin ), w = r(cosf + isinf) si ha:
(*)zw = pr(cos(p +60) + isin(p +0))
Radici n¢ Quindi ogni numero complesso z = p(cos ¢ + isin @) ha esattamente n radici n® complesse

% :"\/ﬁ(cos% —i—isin%) oz =P (cos (W 4 f) +isin (27r(n -, £>)

n n n
Le radici n¢ di 1 sono quindi i vertici di un poligono regolare inscritto nella circonferenza untitaria.

Forma esponenziale Considerando il modulo di un numero complesso come esponenziale e osservando
che (*) il prodotto di numeri complessi ha come argomento la somma degli argomenti riportata in
[0;27[ si definisce e*T = e*(cos B +isinB) = e’ constatando che ha le stesse regole di calcolo
dell’esponenziale!

Si ha inoltre lim,, (1 + %)n = e~

Si hanno a disposizione tutti gli srumenti (una funzione continua in due variabili assume valori di
massimo e minimo su rettangoli chiusi) per dare una dimostrazione del seguente teorema (la si omette).
Teorema 1 FONDAMENTALE DELI’ALGEBRA Ogni polinomio a coefficienti complessi di grado
esattamente n

ag+ a1z 4 -+ az"”
¢ prodotto di termini del tipo (2 — w)* per a,.
I numeri w sono tutte e sole le radici del polinomio,
i numeri k£ sono le rispettive molteplicita e la loro somma e n.
Poiche un polinomio a coefficienti reali se ha come radice w = a + b ha anche come radice a — b si ha
che un polinomio a coefficienti reali si scrive come prodotto di termini del tipo (x—c)*, ((z—a)?+b?)" =
(z— (a+1ib))"(x— (a—1ib))", ove ¢ sono le radici reali e la somma degli k e dei 2h ¢ il grado del polinomio.

Integrali
e Una funzione g : C — R si identifica con la funzione g : R*> — R: g(a,b) = g(a + ib).

Una funzione v : R — C, v(t) = a(t) + i5(t) si identifica con il cammino 7 : R — R?:

3(t) = (alt), B(2). )

Un fuzione f: C — C, f(a+ib) = h(a + ib) + ik(a + ib) si identifica con f : R* = R?:

f(a,b) = (h(a,b), k(a,b)).

Una funzione a valori o definita sui complessi sara continua se e solo se lo e la funzione associata.
Un cammino a valori complessi sara derivabile se e solo se lo e il cammino associato cioe se e solo se lo
sono le due funzioni che danno la parte reale ed immaginaria.

Dato un cammino v : [4,B] = C , v = a +i8 C! a tratti, e una funzione f : C — C, f ~ (h, k) si
definisce l'integrale di f su ~:

/ f(2)dz = / SO/ (1)t

esso € eguale al numero complesso dato dalla coppia degli integrali su vy dei vettori (h, —k) e (k, h):

B

[ 6@~ kanp el [ e + ke 0)d

A A




RUDIMENTI DI EQUAZIONI DIFFERENZIALI
“Quadratura” semplice Se f : A — R ¢ continua su A segmento in R, per il teorema fondamentale del

calcolo la t — yo+ ft s)ds € I'unica soluzione del problema di Cauchy

Variabili separabili Se f: A — R, g : B — R sono funzioni continue su A e su B, segmenti in R, si

tratta di trovare le y € C*(I), I segmento incluso in A, per cui| y'(t) = f(t)g(y(t)), t € I

- Se per ¥ € B si ha g(y) = 0 allora la funzione costante y(t) =7, t € A & soluzione.

Procedimento euristico
i- si cercano le soluzioni che non si annullano: dall’equazione deve essere o ((t))) = f(t)

ii- si considera I' primitiva di 5 su JCB iii- si considera F' primitiva di f
iv- si scelgono I C A e ¢ € R in modo che ¢+ F(I) C I'(J)
'eventuale soluzione deve verificare 1'equazione I'(y(t)) = F(t) + ¢, t € T

1l procedimento inverso Considerando quindi

i- un generico |a, f[= J C B in modo che g si annulli solo agli estremi di/,

ii-una generica I primitiva di £ su J (essendo g continua non cambia segno e I' sara invertibile su J)
iii-una generica primitiva F' di f su A

iv- determinando di conseguenza I, ¢ t.c. ¢+ F(I) C I'(J), I'intervallo di estremi I'(a) e I'(3), si ha che

y(t) =T"YF(t)+c), tel

¢ una soluzione e inoltre a < y(t) < 8, t € I.
Problema di Cauchy 1: Quindi se g(yo) # 0 per determinare una soluzione locale al problema di Cauchy

y(to) = o

Pod
- si prende J in modo che yy € J e g non si annulli se non agli estremi di J, I'(p) = / (_u)’ peJ

Yo
- F(t /f )ds, I per cuity e I e F(I) CT'(J)

La funzione y(t) = T"'(F(t) + ¢) ¢ ben definita ed ¢ soluzione, e tale y ¢ a valori in J: a < y(t) < f3,
per t € I. Si ha l'esistenza locale per il problema, e che la soluzione e unica finché non annulla g.

( Problema di Cauchy 2: Se f;+€ Ig(?_g)l =/ 56_6 ‘gc(l—g)‘ = 400 si ottiene che la soluzione trovata e globale

e non puo annullare g se non agli estremi di A: infatti se fosse g(y(t1)) = 0 si avrebbe y(t1) eguale ad

a o a f da cui j; s)ds = yi(tl) % = 400. Ma f ha integrale finito sugli intervalli limitati e chiusi

contenuti in A essendo continua.

Problema di Cauchy 3: Analogamente se yo & uno zero isolato di g e [*° % = e _dp_ — 4 oo si
yo—e [g(p)] yo ()l

ha che la funzione costantemente eguale a yy ¢ ['unica soluzione del problema di Cauchy.)

Equazioni lineari del primo ordine y/(t) —a(t)y(t) = f(t) con f e a funzioni continue su [ intervallo.
Omogenea u'(t) = a(t)u(t): se o/ = a lo spazio vettoriale delle soluzioni & u(t) = ce®®, a € R.
Soluzioni Moltiplicando per e~*® ci si riduce alla ricerca di primitive di e=*®y(t) e le soluzioni sono

t . t
y(t) = ce(® +/ ea(t)_a(s)f<8)d8 _ yoefto a(s)ds +/ eI a(;v)dacf(s)ds

to

si noti che tutte le soluzioni dell’equazione completa si ottengono da una particolare soluzione (il secondo
addendo) sommando una soluzione dell’omogenea.



Teorema 1 Si consideri I'equazione lineare nell’incognita y(t): a(t)y”(t) + b(t)y'(t) + c(t)y(t) = f(¢),
con coefficienti e termine noto funzioni continue su un intervallo I con a(t) # 0 e valori in R [risp. C].
1- L’insieme delle soluzioni dell’equazione con termine noto nullo (equazionee omogenea associata) € uno
spazio vettoriale su R [risp. su C]di dimensione 2 ovvero trovate due soluzoni dell’omogenea linearmente
indipendenti u; (t) e ua(t) ogni altra soluzione ¢ del tipo cyuy(t) + cous(t) con ¢q, ¢ in R [risp. CJ.
2- Vi ¢ almeno una soluzione dell’equazione u*(t).
3- Tutte le altre soluzioni dell’equazione sono del tipo u*(t) + ciui(t) + coua(t).
a(t)y"(t) + b(t)y'(t) + c@)y(t) = f(t)
Approccio generale per risolvere il problema di Cauchy ¢ y(to) = vo
y'(to) =y, tel
1- si determina una base delle soluzioni dell’omogena (uy(t), us(t))
2- si trova una soluzione particolare u*(t)
3- si cercano ¢, ¢ per cul cyuy(t) + caua(t) + w*(t) verifichi le condizioni iniziali del problema.
Passo 1 nel caso di coefficienti costanti
Il caso elementare per trovare soluzioni e quello in cui i coeffcienti sono funzioni costanti.
Teorema 2. Si consideri 'equazione lineare omogenea nell’incognita u(t): au”(t) + bu/(t) + cu(t) = 0,
con coefficienti costanti reali. Si ha che tutte e sole le soluzioni sono:
c1e' cos Bt + coe!®sin St b? — dac < 0
u(t) =< cre™™ + cote!™ b> —dac=0
cret™ + cyele? b?> — 4ac > 0
al variare di ¢; e ¢, in R, con a + 13, ovvero «, oo, a radici di az? + bx + ¢ = 0.

Volendo enunciare nel caso complesso il teorema si ha che tutte e sole le soluzioni (questa volta a valori
in C) al variare di ¢; e ¢p in R, con a & i3, ovvero ay, as, o radici di az? + bz + ¢ = 0. sono del tipo:
ult) = { 1€ + yoe2t b2 — dac # 0

1%t + ypte® b2 4ac:0

al variare di 7, e v in C, con ay, o, o radici complesse di az? + bz + ¢ = 0.
Quindi se a , b, ¢ sono reali si riottiene I’enunciato precedente osservando che per definizione di forma
esponenziale di un numero complesso:

et 4 e = 2cost, ie”"® — jet = 2sint
Passo 2: principali metodi per la determinazione di una soluzione particolare
Per tentativi
Coefficienti indeterminati per equazioni a coefficienti costanti
Se il termine noto & e®(py(t) cos St + po(t) sin ft), con p; e po polinomi reali, si cerca una soluzione
soluzioni del tipo:

u*(t) = t"™e'(qi (t) cos Bt + qo(t) sin 5t)
ove ¢ € ¢y sono polinomi con gradi minori del massimo di quelli di p; e ps, ed m molteplicita di o i,
come radici del polinomio associato all’equazione.
Tale metodo e pie semplice da enunciarsi, e da usare, nel caso complesso:
se il termine noto & p(t)e*, con p polinomio, si cerca una soluzione soluzioni del tipo:

u*(t) = t™q(t)eM

ove ¢ € un polinomio con grado minore eguale a quello di p(t), ed m ¢ la molteplicita di A come radice
del polinomio associato all’equazione: az? + bz + c.
Variazione delle costanti Se uy(t), us(t) danno una base dello spazio delle soluzioni dell’omogenea, si
cercheranno soluzioni del tipo u*(t) = ¢y (t)uy(t) + co(t)us(t), di modo che
u* = duy + crul + chug + caud,

— — — — —_—

I __ i ) " /! ! ol Yy " __ / / / " " /o, /a0
u*" = dluy + ) + ud + eut 4+ ug + chuly + chub + couly = (hug + chug) + aul + couly + dul + chub,
- imponendo delle condizioni ausiliarie sulle funzioni ¢; e ¢y, per esempio cjuy + chus = 0, ci si riduce al
sistema numerico (¢ ¢ fisso) con incognite ¢} (), c5(t)

urc) +ugcdy, = 0

1 1y f

quindi trovando le primitive di ¢}, ¢, si ¢ trovata una soluzione particolare.




