Corso di Geometria analitica e algebra lineare

Terzo compitino - 21/5/2014

Esercizio 1.
Sia A3(R) il sottospazio di M(3,R) formato dalle matrici antisimmetriche e sia B € M (3,R)

una fissata matrice simmetrica.

a) Si verifichi che BX + X B € A3(R) per ogni X € A3(R).
b) Sia fp 'endomorfismo di A3(R) definito da fp(X) = BX + X B. Si provi che, se tr(B)

non ¢ un autovalore per B, allora fp € un isomorfismo.

Esercizio 2.

Sia I'som(RR?) il gruppo delle applicazioni biunivoche di R® in R? che conservano la distanza
euclidea. Siano Hp, Hy, Hs tre piani affini di R? a due a due distinti. Siano 71,79, 3 le riflessioni
di Isom(R3) tali che Fix(r;) = H; per i = 1,2,3. Sia f = ry ory 073 e si supponga che Fiz(f)

sia non vuoto e di dimensione < 2. Si provi che H; N Hy N H3 consiste di un singolo punto.

Esercizio 3.

a) Si verifichi che il luogo geometrico C dei punti di R? equidistanti dalle rette
r={(z,y,2) eR® |z —y=0,2=1}, ro={(z,9,2) eR® |z =1,2=—1}

¢ una quadrica e se ne determini la forma canonica affine.
b) Si determinino i valori di A € R per cui la quadrica C ¢ affinemente equivalente alla
quadrica Cp, di equazione ha? + hy? — 2xy — 2hz? + 4z 4+ h = 0.

Soluzioni

Esercizio 1.
a) Per ogni X € A3(R) siha {(BX + XB) ='X'B+'B'X = —-XB - BX = —(BX + XB).
b) Per provare che fp & un isomorfismo basta provare che fp & iniettiva. Sia dunque X €

Ker fp, ossia BX + XB = 0. Per il Teorema spettrale esiste P € O(3) tale che B’ = {PBP
a

¢ diagonale, diciamo B’ = B . Poiché B e B’ sono simili, tr(B) = a+ 8+ 7. Per

Y
I'ipotesi a + B + v # «, ossia § + v # 0; in modo analogo si ha che « +5#0 e a+ v # 0.

Sia X’ = *PXP. Si vede subito che X’ ¢ antisimmetrica e che B’X’' + X'B’ = 0. Se

0 a b 0 ala+B) bla+ry)
X' =[-a 0 c|,allora BX'+X'B' = | —a(a+ ) 0 c(B+v)| =0 da cui
-b —c 0 —bla+7v) —c(B+7) 0

segue che a = b=c¢=0. Dunque X’ = 0 e di conseguenza anche X = 0, per cui Ker fg = {0} .

Esercizio 2.

Poiché f ¢ una isometria inversa, per il Teorema di classificazione delle isometrie di R?® f pud
essere solo una riflessione o una riflessione traslatoria o una riflessione rotatoria. Rispettivamente
il luogo dei punti fissi sarebbe un piano, I'insieme vuoto o un punto. Nelle ipotesi dell’esercizio

necessariamente F'iz(f) & allora un punto e quindi f & una riflessione rotatoria.



Ricordiamo che la composizione di una riflessione e di una traslazione ¢ una riflessione o una
riflessione traslatoria.

Se Hi e Hs fossero paralleli, allora r1 o ro sarebbe una traslazione e dunque f sarebbe una
riflessione o una riflessione traslatoria; cid & impossibile visto che Fiz(f) & un punto. Sia dunque
s la retta intersezione di Hy e Hs.

Se s fosse contenuta in Hs, allora s sarebbe contenuta in Fiz(r;)NFiz(re)NFiz(rs) C Fix(f),
il che & impossibile per quanto visto sopra.

Poiché Hy N HyN H3 = sN Hs, per provare la tesi basta escludere che sN H3z = (). Ricordiamo
che per ogni piano L passante per la retta s esiste un piano L’ passante per s tale che, dette p
e p' le riflessioni rispetto ai piani L e L', si ha che 1 o7y = p/ 0 p.

Se s N Hs fosse vuoto, la retta s sarebbe parallela al piano Hs3. Detto L il piano passante
per s e parallelo ad Hs, ragionando come sopra si puo scrivere f = p’ o porsg con Fiz(p) = L.
Poiché p e rg sono riflessioni rispetto a piani paralleli, allora p o r3 ¢ una traslazione e dunque
f = p' o pors sarebbe una riflessione o una riflessione traslatoria, ma ci6 ¢ impossibile come gia
visto sopra.

Soluzione alternativa. Osserviamo preliminarmente che ¢ sufficiente dimostrare che Wy, N
Wi, "Wy, = {0}. Infatti, sotto questa ipotesi si ha dim W, "Wy, = 1, per cui se H1NHy = ()

allora
lel(Hl + HQ) = dim Hq + dim Hy — ChHl(VVH1 N WHQ) +1=4,

il che & assurdo. Ne segue che dim(H; N Hy) = dim(Wg, N Wp,) = 1, per cui r = Hy N Hy € una
retta con giacitura W, = Wy, N Wpy,. Dunque W, N Wy, = {0}, e con ragionamento analogo a
quello appena svolto si deduce che H; N Ho N Hz = r N Hs ha dimensione zero, come voluto.

Sia allora ¢; € O(3) la parte lineare di r; per i = 1,2,3, e sia ¢ = 1 0 9 0 3. Sia ora
p € Fix(f) # 0. Allora f(p+v) = p+ v se e solo se p(v) = v, per cuil Fiz(f) = p+ Fix(p),
e dunque dim Fiz(p) < 2. Inoltre, poiché det ¢; = —1 per ogni 4, si ha det 1 0 g 0 3 = —1.
Mettendo insieme queste due informazioni si ottiene che per la forma normale dell’isometria
lineare ¢ ¢ data da

-1 0 0

0 cosf@ —sinf
0 sinf cos@

per qualche 6 € R. In particolare, Fixz(y) = {0}. Ma ovviamente Wy, N Wx, N Wg, C Fiz(yp),

e cio conclude la dimostrazione.

Esercizio 3.
a) Sia P = (a,b,c) € R?. La distanza di P da r; coincide con la distanza di P dal punto Py
ottenuto come intersezione di r; con il piano H; passante per P e ortogonale a ri. Poiché ry e
parallela al vettore (1,1,0), Hy ha equazione x+y = a+b. Da cio si ricava che P, = (“TH’, “T'H), 1).
Analogamente, poiché r9 ¢ parallela al vettore (0, 1,0), il piano Hy passante per P e ortogonale
a r ha equazione y = b. Di conseguenza Py =19 N Hy = (1,0, —1).
Il punto P & equidistante dalle rette 71 e ro se e solo se |[P — Pi||? = ||[P — P|?, ossia
se e solo se a®> — b? 4+ 2ab — 4a + 8c + 2 = 0. 1l luogo C ¢ dunque la quadrica di equazione
2?2 —y? 4+ 20y —4dx + 82 +2=0.



1 1 0 -2
. .. N . . 1 -1 0 O
Con le usuali notazioni, la quadrica e associata alla matrice () = 0 0 0 4
-2 0 4 2
1 1 0
Posto A = |1 —1 0], si hark@ = 4,1tk A = 2. Inoltre A ha segnatura (1,1,1) per cui
0 0 O

w(A) = 2; invece @ ha segnatura(2,2,0) per cui w(Q)) = 2. Dalla quaterna di invarianti affini
(rk A,k Q, w(A), w(Q)) riconosciamo dunque che C ¢ un paraboloide iperbolico (o sella) e che

la sua forma canonica affine ¢ la quadrica di equazione z = x2 — 3.
h -1 0 2
. R . . -1 A 0 0 R
b) La quadrica Cj, ¢ associata alla matrice Qp, = 0 0 —21 ol Come noto Cy, ¢ affine-
2 0 0 h

mente equivalente a C se e solo se (rk Ay, tk Qpn, w(Ap), w(Qp)) = (tk A, vk Q,w(A),w(Q)) =
(2,4,2,2). Poiché det Ay, = —2h(h? — 1) si deve dunque avere h =00 h =10 h = —1. Il valore
h = 0 & certamente da scartare perché det Qg = 0. D’altra parte sia per h = 1 che per h = —1
si verifica che (rk Ap,rk Qp, w(A4r), w(Qr)) = (2,4,2,2) e quindi per ciascuno di tali valori Cj, &

affinemente equivalente a C.



