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Esercizio 1 Studiare la funzione )
flz)=(3—x)e”

determinandone insiemi di definizione, continuita e derivabilita, estremi superiore e inferiore (0 massimo e minimo),
punti di massimo e minimo locali ed eventuali asintoti.

Soluzione

La funzione ¢ definita su tutta la retta reale ed ¢ ovunque continua e derivabile in quanto composizione e prodotto
di funzioni derivabili. Vediamo il comportamento all’inifinito

lim f(z) = (+00)e™™ = +o0

T—r—00

mgrlloof(m) = (—00)e™™ = —cc.

Dai risultati sui limiti si deduce subito che la funzione non ha né massimo né minimo e che ’estremo superiore ¢ +o0o
e l'estremo inferiore ¢ —oo. Calcoliamo ora la derivata

Fllz) = e T (=222 + 62 — 1)
il cui segno dipende unicamente da quello del trinomio —2z2 + 6z — 1. Le radici sono

_3-VT _ 347

2 2

T T2

3—7 347

2 2

quindi avremo che la funzione & crescente se x € ( ) mentre ¢ decrescente su ciascuna delle due semirette

(—oo, 3_2‘ﬁ) e (3+T‘ﬁ7 —i—oo). Il punto z; € di minimo locale e x5 & di massimo locale.
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Esercizio 2 Si studi la funzione

G
x—2

fz) =

determinandone dominio, limiti agli estremi del dominio ed eventuali asintoti. Studiare poi la sua derivata e discutere
I’esistenza di massimi e minimi locali.



Soluzione

Osserviamo che P'argomento della radice quadrata & sempre non negativo, quindi la funzione ¢ definita quando il
denominatore non si annulla, cioe se x # 2. In tale insieme la funzione & anche continua. Vediamo i limiti.

2|1 - | e/ [1 - |
lim f(z)= lim ~—— "= lim — " =1

T——00 T——00 x— 2 T——00 ,7;(1 — %)

>

lim f(z)=—= -0
T2~ f( ) 0—-
V2
lim f(x)=—-— =40
r—2+1 f( ) 0+
1. i3
La funzione ha quindi un asintoto orizzontale di equazione y = —1 per x che tende a —oo, uno di equazione y = 1

per x che tende a 400 e un asintoto verticale di equazione x = 2. Non ci sono asintoti obliqui. La funzione non & né
inferiormente né superiormente limitata.
Prima di calcolare la derivata dividiamo il dominio per esplicitare il valore assoluto.

22-2>0 < zx¢€ (—oo,—\/ﬂu[\@,—i—oo)

quindi
V2 e (o0 v U [VE 1o0)
fx) =
L2 e (V2.

Esaminiamo prima il caso x € (foo, fﬂ) U (\/5, +oo)

f(x) = 2\/?;7_2@_2)_m_$(33_2)—(3€2—2) _56‘2—295—302—1-2_ 2 _ 9
- (z —2)? B (22 —2)3 B (22 —2)3 - (z2 —2)%

Il denominatore e sempre positivo mentre il numeratore e positivo per z < 1 e negativo per z > 1, quindi, nella parte
di dominio che stiamo considerando, avremo

f(x) >0 sezxze (—oo7 —\/5) ) fl(x)<0 seze (\/57 2) U (2, 400).

Vediamo ora il caso = € (—\/ﬁ, \/i)

() = (@ =) -V2-0®  _a(@-2)—(2-0%) -2+ —2+a> _ 20-2
(z—2)? (2 —22)5 (2 - 22)3 (2—22)3

Anche in questo caso il denominatore € positivo e il numeratore € positivo per x > 1, negativo per x < 1.

Mettendo insieme i risultati otteniamo che la funzione ¢ strettamente crescente in (—oo, —\/ﬂ, strettamente de-
crescente in [—\/5, 1], strettamente crescente in [1, \/ﬂ, strettamente decrescente in [\/5, 2) e strettamente decrescente
in (2, +00). Il punto x = —/2 & di massimo locale, z = 1 & di minimo locale, z = v/2 & di massimo locale.

Esaminiamo ora la derivabilita nei punti © = ++/2. Dato che la funzione & continua in tali punti, possiamo provare
a fare il limite destro e sinistro della derivata.

22 24+ 2v2
" (=v/2) =  lim — = =400
f ( ) . 2_ (:C2 - 2)% 0+

2 — 2 —2v/2 -2
"(=v?2) = lim = =
f+( ) z——/2" (2 —1‘2)% 0+

il punto = —/2 & quindi di cuspide.

27 — 2 2v/2 -2

= 5 = = +OO
ey (2— a2)3 0+

, 2—-2x  2-2V2
o3t (xz_Q)g 0+

—0

e anceh il punti z = /2 & di cuspide.
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Esercizio 3 Studiare la funzione

zlogx
(1 —logx)?
determinandone insieme di definizione, massimo e minimo oppure estremi superiore e inferiore, asintoti (compresi
quelli obliqui), punti di massimo o minimo locali. Tracciare inoltre un grafico approssimativo della funzione.

fz) =

Soluzione

La funzione & definita per x > 0 data la presenza del logaritmo, inoltre dobbiamo escludere i valori per cui si
annulla il denominatore, quindi logxz = 1 cioé © = e. L’insieme di definizione di f sard pertanto (0,e) U (e, +00).
Vediamo ora i limiti. Ricordando che, dal teorema di de I’'Hopital, lim+ zlogx = 0, avremo:

x—0

0 0

1. = = = O
o0+ f(@) (1-(-0))? 4o

Inoltre 1

. e e

il_ﬂnef(x):mzojz—&-oo.
Dividendo numeratore e denominatore per log x si ottiene che

x
li = lim —— = .
oy J(@) o+ logx — 2 e

La funzione ha quindi un asintoto verticale di equazione = = e e non ha asintoti orizzontali. Potrebbe avere un asintoto
obliquo. Per verificarne la presenza calcoliamo

. f(x) . log = . 1 1
lim —=lm ——— = lim —— = —
=00 T z—=oo (1 —logz)? a—oclogz—2 400

Non c’¢ quindi nessun asintoto obliquo. Calcoliamo ora la derivata

Fla) = (logz +23)(1 —logz)? + z(logx)2(1 —log ) (loga +1)(1 —logx)® + 2log z(1 — logz)
(1 —logx)* (1 —logz)*
_ (1-logz)((logz +1)(1 —logz) +2logz) 1 —log”z +2logx
a (1 —logz)* B (1 —logx)3




Studiamo il segno della derivata.
(1-1logz)*>0 <= logr <1 < z<e
ponendo ¢t = log x otteniamo che
1—log2x—+—210gm20 = 1-1242t>0 < 1—\/§§t§1+\/§ <= elfﬂgxgelﬂﬁ.
Combinando insieme il segno di numeratore e di denominatore otteniamo che

fl(z) >0 e!™V2 < 2 < e oppure 7 > V2

flz)<0 <= 0<x< e!=V2 oppure e < z < V2

(e = fie? =0,
La funzione & quindi strettamente decrescente nell’intervallo (O, el_‘/i} strettamente crescente in [el_‘/i7 e), stret-

tamente decrescente in (6761+\/§} e strettamente crescente sulla semiretta [eHﬁ, +oo). I punti z; = el=V2Z ¢

To = e1+V2 50ono di minimo locale. La funzione assume il suo valore minimo nel punto di ascissa x; e tale minimo vale

D)

min(f) = f(z1) = 9

La funzione non & superiormente limitata quindi sup(f) = +o0.
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Esercizio 4 Studiare la funzione f(z) = ¥z (2% + 3z + 4)5 determinandone insiemi di definizione e di derivabilita,
eventuali asintoti (compresi quelli obliqui), massimo e minimo o estremi superiore e inferiore, punti di massimo e di
minimo locali. Tracciare anche un grafico approssimativo della funzione.

Soluzione



La funzione ¢ definita e continua per ogni x € R. Vediamo i limiti.

lim f(z) = —00:00=—00
Tr—r—00

lim f(x) =00-00=00.
Tr—r00

La funzione non ha quindi né massimo né minimo e

sup(f) = oo, inf(f) = —oo0.

Controlliamo ’eventuale presenza di asintoti obliqui:

2
. flx) . zi(a243z+4)3 . 22 4+ 3x 4+ 43
lim = lim lim | ——— = 00
r—+oco I r—r+o0 x r—+oo x
non ci sono quindi asintoti obliqui.

Vediamo ora gli intervalli di monotonia calcolando la derivata.

2 1
f(x)= gm_%(ch +3x—|—4)% —l—még(xQ + 3.1'4—4)_%(21‘ +3)= 533_%(332 + 3z +4)_% (2° + 3z +4+2(22 + 3)z)
x2+3m+4+4x2+6x_ 522 + 92 +4
3w3 (22 4 3z +4)3 305 (22 4 3z +4)5

Osserviamo che 22 + 3x 44 > 0 per ogni € R quindi 'unico punto dove si annulla il denominatore ¢ 2 = 0. Essendo
f continua in x = 0, per verificarne la derivabilitd in tale punto ¢ sufficiente calcolare il limite di f”

4
. !/ _ —
il_r)%f(x)_o+4% o0

Ne segue che f non ¢ derivabile in x = 0 e ha retta tangente verticale. Il segno di f’ ¢ determinato unicamente dal
suo numeratore, dato che il denominatore ¢ sempre positivo.

4
522 +9r +4=0 < x:—g oppure x = —1.

Quindi
f'()>0 < z € (—oc0,—1)U (—g,oo) .

La funzione & strettamente crescente sulla semiretta (—oo, —1], strettamente decrescente nell'intervallo [—1,—%] e

strettamente crescente sulla semiretta [f%, o0). Il punto z = —1 & di massimo locale mentre il punto x = f% e di
minimo locale.
y
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Esercizio 5 Studiare la funzione
1—logx
f (m) = 2
log” x
determinandone insieme di definizione, asintoti (compresi quelli obliqui), massimo e minimo (o estremi superiore e
inferiore), punti di massimo e di minimo locali e intervalli di convessita.

Soluzione

Per la presenza del logaritmo deve essere x > 0 inoltre il denominatore della frazione deve essere diverso da 0,
quindi z # 1. 11 dominio della funzione & quindi I'insieme (0,1) U (1, +00). Calcoliamo i limiti.

. 1—logx 1-0 n
m = = Q.
z—1 10g2 x 0+

Con il cambiamento di variabile log x = t otteniamo

. 1—logx 1—-t
lim 5 = — =0
r—0t log €T t——oco t
1-1 1—1t
lim — o — —0
r——+00 log €T t——+oo t2

La funzione presenta quindi un asintoto verticale di equazione x = 1 e uno orizzontale di equazione y = 0. La funzione
non ¢ superiormente limitata quindi sup(f) = +oo. Cerchiamo ora eventuali massimi e minimi locali valutando la

derivata. )
—2log’z — (1 —logz)2(logz):  —log’x —2logz +2log’z  logz — 2

flz) = =

log* « x log4 x zlogz

Il numeratore e positivo se e solo se
logz >2 <= x> ¢

mentre il denominatore ¢ positivo se e solo se
log3 >0 <<= z>1
dato che nel dominio della funzione & sempre x > 0. Combinando insieme i due risultati otteniamo che
fl(x) >0 < x€(0,1)U (e, +00), fl(x) <0 <= x € (1,e%), f'(e*) = 0.

La funzione ¢ quindi strettamente crescente nell'intervallo (0,1), strettamente decrescente nell’intervallo (1,e?] e
strettamente crescente sulla semiretta [e?, +00). Valutiamo la funzione nel punto di minimo locale z = 2

_1—loge* 1-2 1

1) = (loge2)2 22 Ty

Dato che lim+ f(z) = 0 e che f ¢ strettamente crescente in (0, 1) otteniamo che f(z) > 0 per ogni = € (0,1). Ne segue
z—0

che —i ¢ il minimo della funzione.

Vediamo ora la convessita calcolando la derivata seconda:

Ly log® z — (log z — 2)(log® z + 2 3(log? z)1) _ log® 2 — (log z — 2)(log” z)(log = + 3)

22 log® z 22 log® x

fw) =

_ log? z (log z — (log z — 2)(log = + 3)) B logz — log? z — 3logx + 2logz + 6 _ —log’z+6

22logl x 22 log x 22 log* x
Risulta quindi che f”(z) > 0 se e solo se

—log®+6 >0 < 6 >log’z <= |logz| < V6 <= —V6zlogz < V6 < e V0 <z <Vl



Ne segue che la funzione & concava in (0, e~ V6], convessa in [e~ V6, 1) ancora convessa in (1, V%] e concava in [eV6, +00).
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